DERS ADI Matematik II

UNITE ADI Belirsiz integral

UNITE NO 1

YAZAR  Prof.Dr. TAMER UGUR

Belirsiz integral

Bu iinitede Belirsiz Integral kavramina genis bir ¢erceveden giris yapilarak integralin matematikte
neden ortaya ¢ikt1§1 ve nasil gelistigi anlatilir; integral fikrinin kékeninin M.0O. 1800’lii y1llara kadar
uzandig1, 6zellikle alan ve hacim hesaplama gereksinimlerinden dogdugu vurgulanir ve bu siirecte
Eudoxus’un bilinen geometrik sekiller yardimiyla kesik piramit benzeri cisimlerin hacimlerini
hesaplamasi, ardindan Arsimet’in benzer yontemlerle egri altinda kalan bolgelerin alanlarini bulmas:
gibi tarihsel katkilar 6rnek verilir; integralin modern anlamda ise Newton’un (1665) ve Leibniz’in
(1675) calismalariyla gergek kimligine kavustugu belirtilerek Leibniz’in “toplam” anlamindaki
Summa/Sum kelimesinden esinlenip gliniimiizde kullandigimiz integral semboliinii literatiire
kazandirdigi ifade edilir.

Diferansiyel

Tarihsel girisin ardindan {initenin temel hedeflerine uygun bigimde 6grencinin belirsiz integrali daha
iyi kavrayabilmesi icin dnce diferansiyel kavrami ele alinir ve diferansiyelin tiirevle ¢ok yakin iligkili
oldugu ag¢iklanir: \(y=f(x)\) fonksiyonu verildiginde \(x\) bagimsiz, \(y\) bagimli degisken kabul edilerek
x teki kiiciik bir artmanin \(Ax = dx \) olarak alinabilecegi, buna bagli olarak \(y\) deki degismenin \(Ay
= f(x+Ax) — f(x)\) biciminde ifade edildigi gosterilir; fonksiyon siirekli ve tiirevlenebilir oldugunda
diferansiyelin \(dy = f'(x) dx\) ile tanimlandig1 ve burada \(dy\) nin \(x\) ve \(dx\)'e bagli oldugu
anlatilir. Bu noktada iinite, \(Ay\) ile \(dy\) arasindaki farki netlestirir: \(Ay\) egri boyunca ger¢eklesen
gercek degisimi temsil ederken \(dy\) teget dogrusu ilizerinde meydana gelen yaklasik degisimi temsil
eder ve bu iki deger 6zellikle \(dx\) kiiclik oldugunda birbirine olduk¢a yakin olur; bu geometrik yorum
sayfa lizerindeki grafikle desteklenir ve diferansiyelin yalnizca soyut bir tanim olmadigi, ayn1 zamanda
yaklasik hesaplamalarda da kullanilabilecegi 6rneklerle pekistirilir. Diferansiyel kavrami tanitildiktan
sonra linite, asil konu olan belirsiz integral ve bir fonksiyonun ilkeli (antitiirevi) kavramina geger;
burada 6grencinin en kritik farkindalig1 kazanmas1 hedeflenir: ayni tiirevi veren pek ¢ok farkli
fonksiyon bulunabilir. Ornegin \(y=x"2\) ile \(y=x"2—1\) fonksiyonlarinin tiirevi ayn1 sekilde \(2x\)
oldugundan, tiirevi \(2x\) olan fonksiyonun yalnizca \(x"2\) degil, \(x*2+c\) bicimindeki sonsuz sayida
fonksiyon olabilecegi agiklanir ve bu durum belirsiz integralin neden “belirsiz” olarak
adlandirildiginin temel sebebidir. Bu ¢er¢cevede tanim olarak, verilen bir \(f(x)\) fonksiyonunu tiirev
kabul eden \(F(x)\) fonksiyonuna \(f(x)\)’in belirsiz integrali denildigi ve bu islemin \(f(x) dx=F(x)+c \)
integral degiskeni, \(f(x)\) in ise integrand oldugu belirtilerek integral diline ait temel terimler
kazandirilir. Ardindan “belirsiz integral hesab1” boliimiinde integral almanin, temelde tiirev alma
isleminin tersi oldugu diisiincesi lizerinden ilerlenir; 6rnegin \(J1 dx=x+c, [x dx=1/2 x"2+¢ \) gibi en
temel Ornekler verilerek 6grenciye integralin mantig1 sezdirilir ve daha karmasik ifadelerde integral
alma igleminin nasil yiiriitiilecegi adim adim gosterilir. Burada 6zellikle 6nemli bir 6zellik olarak,
cebirsel toplamlarin integralinin terim terim alinabildigi vurgulanir; yani \(I(f(x)+g(x)) dx=ff(x) dx+ g
(x) dx\) ve \(J(f(x)—g(x)) dx=Jf(x) dx—Jg(x) dx\) kurallari uygulanir; 6rneklerde sabit katsayilarin integral
disina c¢ikarilabildigi ve her terimden ayr1 ayr1 bir sabit gelse bile bunlarin toplaminin yine bir sabit
olacagi i¢in sonugta tek bir ¢ ile yazilmasinin yeterli oldugu hatirlatilir. Sonraki kisimda en ¢ok
kullanilan fonksiyonlar i¢in Temel integral Formiilleri bir liste halinde sunulur ve 6grencinin integral
islemini hizli bigimde yapabilmesi amaglanir:\( [dx=x+tc | \alpha dx=\alpha x+c \) (burada \( \alpha \)
sabit), gibi formiiller hem tanitilir hem de uygulanir. Bu formiiller verildikten sonra {inite, birgok farkli
tipte drnekle dgrencinin uygulama becerisini gelistirmeyi hedefler. Unite boyunca drneklerin ¢oziimleri
sade, anlasilir ve kontrol edilebilir bigimde verilir; gerektiginde integral alma isleminin dogrulugu
tiirevle test edilerek integral—tiirev iligkisinin temel mantig1 pekistirilir. Son béliimde ise 6grencilere
konuyu tekrar ettirecek sekilde kisa bir “6zet” sunulup, integralin tarihsel gelisimi, diferansiyelin kisa
tanitimi, belirsiz integral tanimi1 ve temel integral formiilleriyle bunlarin kullanimina dayal1 6rneklerin
islendigi hatirlatilir; ayrica 6grencinin pekistirmesi i¢in degerlendirme sorulari (¢oktan se¢meli test)
verilir ve cevap anahtartyla kendi kendine kontrol yapmas1 saglanir, bdylece iinite hem temel
kavramlar1 kazandirmay1 hem de bir sonraki adim olan belirli integral konusuna saglam bir hazirlik
yapmay1 amaglar.
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UNITE ADI integral Hesaplama Metotlari
UNITE NO 2

YAZAR Prof.Dr. TAMER UGUR

INTEGRAL HESAPLAMA YONTEMLERI

Bu iinitede, belirsiz integral konusunun yalnizca temel integral formiilleriyle sinirlt olmadigi, bazi
integrallerin dogrudan “hazir” kurallarla ¢oziilemeyecegi ve bu yiizden farkli integral hesaplama
yontemlerinin gelistirilmesi gerektigi vurgulanarak konuya giris yapilir. Oncelikle integralin temel
ozellikleri hatirlatilir; 6zellikle toplam ve fark durumunda dagilim 6zelligi kullanilarak \([(f(x)+g(x))
dx = Jf(x) dx + Jg(x) dx\) ve \([(f(x)-g(x)) dx = [f(x) dx - [g(x) dx\) biciminde islem yapilabildigi
belirtilir. Ancak {initenin 6nemli mesaji, bu 6zelligin ¢arpim ve boliim i¢in gegerli olmadigidir; yani
genel olarak \( f(x)g(x) dx, ([f(x) dx)(Jg(x) dx)\) degildir ve \(J f(x)/g(x) dx\) da \(([f(x) dx)/(Jg(x) dx)\)
bi¢ciminde yazilamaz. Bu nedenle iinite, 6zellikle ¢carpimli, bilesik, rasyonel ve daha karmagik goriinen
integrallerde “dogru yéntemi segme” becerisini kazandirmay1 amaglar. Ik yontem olarak degisken
degistirme (yerine koyma) yontemi ayrintili bicimde ele alinir ve bu yontemin ¢cogunlukla bilesik
fonksiyon bigimindeki integrallerde kullanildig: gésterilir; 6rnegin \(| f(g(x)) g’(x) dx\) tipinde bir
integralde \(u = g(x) \) se¢ilerek \(du = g’(x) dx\) yazilir ve integral \(f f(u) du)) sekline indirgenir, daha
sonra bulunan sonug \(u\) yerine tekrar \(g(x) \) yazilarak \(x\)’e geri doniiliir. Bu yontem 6zellikle \
((ax+b)\) tiirii ifadelerin kuvvetlerinde veya koklii ifadelerde biiyiik kolaylik saglar; 6rnegin \(J (x+2)"5
dx\) integralinde \(u = x+2\) alimirsa \(du = dx\) olur ve integral \(J u*5 du=u"6/6 + C = (x+2)"6/6 + C\)
bulunur. Benzer bicimde\( | (2x)/(x*2+1) dx\) integralinde \(u = x"2+1\) se¢ildiginde \(du = 2x dx \) olur
ve integral \(I (1/u) du =Infy| + C = In(x"2+1) + C\) sonucuna ulasilir; bdylece 6grenci, integrali
kolaylastiran en énemli adimin dogru “\(u\) se¢imi” oldugunu fark eder. Unitenin ikinci temel ydntemi
kismi integrasyon (pargali integrasyon) yontemidir ve 6zellikle iki fonksiyonun ¢arpimi bi¢imindeki
integrallerde kullanilir; burada amag, integrali daha basit bir integral cinsinden ifade etmektir. Bu
yontemde temel formiil \(J u dv=u v - [ v du\) seklinde verilir; burada \(u = u(x)\) se¢ilip du hesaplanir,
\(dv = v’(x) dx\) se¢ilip \(v\) bulunur ve integral yeniden diizenlenerek ¢oziiliir. Ornegin \( x e”x dx\)
ifadesinde \(u = x \) ve \(dv = e”x dx\) se¢ilirse \(du = dx\), \(v = e”x\) olur ve sonu¢ \(x e"x - | e"x dx = x
e”x - e"x + C\) seklinde elde edilir; yine \(f x sin(x) dx\) i¢cin \(u = x\), \(dv = sin(x) dx\) seglldlgmde \(v
= -cos(x)\) olur ve integral \(-x cos(x) + [ cos(x) dx = -x cos(x) + sin(x) + C\) biciminde bulunur. Unite
bu 6rnekler iizerinden, kismi integrasyonda “hangi kism1 \(u\) se¢meliyim?” sorusunun ¢éziim
bagarisini etkiledigini vurgular; genellikle kolay tiirevlenen kismin \(u\), kolay integral alinan kismin \
(dv\) secilmesi Onerilir ve polinom-iistel, polinom-trigonometrik, logaritmali ifadeler gibi pek ¢ok tip
soruda bu yontemin temel ara¢ oldugu anlatilir. Ugiincii ana baslik rasyonel fonksiyonlarin integrali ve
basit kesirlere ayirma yontemidir; bu boliimde rasyonel fonksiyon \(p(x)/q(x)\) bi¢iminde tanitilir ve
payin derecesinin paydaya gore durumuna gore islem yapilmas: gerektigi aciklanir. Eger \(deg(p) < deg
(q)\) ise ifade uygun bir basit kesir diizenine sahiptir; fakat \(deg(p) >= deg(q)\) oldugunda 6nce polinom
bélmesi yapilarak ifade “polinom + kalan rasyonel kisim” haline getirilir ve integral bu sekilde alinir.
Daha sonra payda ¢arpanlarina ayrilabiliyorsa kesirler parcalanarak daha kiigiik integrallere
doniistiiriiliir; 6rnegin \(1/((x-1)(x+2))\) gibi ifadeler \(A/(x-1) + B/(x+2)\) seklinde ayrilir, katsayilar
bulunur ve integral alinarak \(In|x-1]\) ve \(In|x+2| \) gibi sonuglara ulasilir. Ayrica payda \((x-a)"2\) gibi
tekrarli lineer ¢arpan igeriyorsa \(A/(x-a) + B/(x-a)"2\) biciminde yazilmasi gerektigi, ikinci dereceden
indirgenemeyen carpanlar varsa \((ax+b)/(x"2+px+q)\) gibi bigimlerin kullanilacag: belirtilerek
yontemin mantig1 dgretilir. Unite boyunca bu yontemlerin ortak amaci, integrali dogrudan zorlamak
yerine uygun doniisiimlerle bilinen temel integral kaliplarina indirgeyerek ¢6zmektir; yani karmagik
goriinen bir integral, dogru strateji secildiginde temel formiillerle ¢6ziilebilecek hale gelir. Sonug
olarak bu iinite, 6grencinin “integral formiilii ezberleme” diizeyinden ¢ikip integralin yapisini analiz
edebilen, hangi tip soruda hangi teknigin uygulanacagini segebilen ve islemi sistemli sekilde
ylriitebilen bir diizeye ulagmasini1 hedefler; boylece belirsiz integrallerde basar1 artarken bir sonraki
konular i¢in de gii¢lii bir altyap1 olusturulur.
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UNITE ADI Belirli integral

UNITE NO 3

YAZAR  Prof.Dr. ABDULLAH KOPUZLU

Belirli integral

Matematik IT dersinin bu tnitesi, kalkiiliisiin en temel taslarindan biri olan belirli integral konusunu
kapsamli bir sekilde ele almaktadir. Unite, belirli integralin tanimiyla baslar.

Tamm: Bir \(f(x)\) fonksiyonu bir \([a,b]\) araliginda sinirli ve pargali siirekli ise bu aralikta belirli
integrali vardir. Belirli integral,

\(J_a”bf(x) dx\)

seklinde gosterilir ve Riemann toplaminin limitine dayanir.

Geometrik Anlam:

Belirli integral, \(f(x)\) fonksiyon egrisi, \(x=a,x=b\) dogrular1 ve \( x-\) ekseni arasinda kalan bdlgenin
alanini verir (eger bolge \(x- \) ekseni altinda kaliyorsa, bu alan

\(A=-]_a"bf(x)dx\)

integrali ile hesaplanir.

Belirli integralin Temel Ozellikleri

1.\(]_a”af(x)dx=0\)

2. Birden fazla fonksiyonun belirli integrali, bu fonksiyonlarin belirli integrallerinin toplamina esittir.
Yani

\(J_a”b[f 1 (x)+f 2 (x)+0+f n (x)] dx=]_a”bf 1 (x)dx+0 | a”bf 2 (x)dx+0+ a”bf n (x)dx\)
seklindedir.

3.\(J_a’bf(x) dx=-] braf(x) dx\)

4, \(f_a/\bkf(x)dx=kf_a’\bf(x) dx, (k[1R)\). Bu sabit katsay1 integral disina atilabilir anlamindadir.
Belirli integralin Temel Teoremleri

1. Temel Teorem: \(f(x)\) fonksiyonu bir \([a,b]\) araliginda siirekli ve \(a ise \(F(x)=f_a/‘xf(t)dt\) olarak
tanimlanan \(Fx\) fonksiyonu tiirevlenebilirdir ve \(F'(x)=f(x) \)dir.

2. Temel Teorem (En 6nemli kisim): \(f\) ve \(F\) fonksiyonlar1 \(a,b\) araliginda siirekli fonksiyonlar
olmak iizere, eger \(a,b \) araliginda siirekli ve \(F'(x)=f(x)\) ise,

\(J_a”bf(x)dx=F(b)-F(a)\)

olur. Burada 6nce \(f(x)dx\) belirsiz integrali, temel integrasyon formiilleri ya da integral alma
metotlari ile hesaplanir. Sonrada elde edilen \(Fx\) ilkel fonksiyonunda {ist ve alt sinirlarindaki
degerleri \(( Fb,F(a) )\) bulunarak bunlarin farki alinip sonug¢ \(( Fb-F(a))\) elde edilir.
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UNITE ADI integralin Uygulamalar

UNITE NO 4

YAZAR Prof.Dr. ABDULLAH KOPUZLU

Belirli ve belirsiz integralin uygulama alanlarindan bazilari, alan hesaplari ve iktisadi problemlerdir.
Belirsiz integralin iktisadi Uygulamalari:

1. Marjinal gelirden toplam gelirin bulunmasi.

2.Marjinal maliyetten toplam maliyetin bulunmasi.

3. Marjinal kédrdan toplam karin bulunmasi

4. Baslangi¢ sartlarindan (iiretim yokken gelir/kar ) integral sabitinin bulunmasi.

5. Talep fonksiyonunun bulunmasi. Burada \(x\) iiriin miktari, \(R(x)\) toplam gelir fonksiyonu olmak
iizere talep fonksiyonu, \(P(x)=\frac{R(x) } {x}\) seklindedir.

Belirli integral ile Alan Hesabu:

1. \(f(x)\) fonksiyon egrisi,\( x=a,x=b\) dogrular1 ve \(x- \) ekseni ile sinirl1 bdlgenin alani;

a) Bolge \(x-\) ekseni iistiinde ise alan, \(( [/x[J(a,b)\) i¢in \(f(x)=0 )\)

\(A=[_a"bf(x) dx\)

olur.

b) Bolge \(x-\) ekseni altinda ise alan, \(( Jx[(a,b) \) i¢in \(f(x)<0 )\)

\(A=-] a’bf(x) dx\)

olur.

2. \(f(x)\) ve \(g(x)\) egrileri arasinda kalan bdlgenin alani arasindaki alani, \(CJx[J(a,b)\) i¢in \(f(x)>g
(x)\) ise, \(A=I_a/\b[f(x)-g(x)] dx\) seklinde bulunur. Burada \(a\) ve \(b\) \(( a, \(fx=gx\) esitligini
saglayan noktalardir.

Belirli integralin iktisadi Uygulamalar:

1. Denge noktasi: Arz ve Talep fonksiyon egrilerinin kesim noktasidir. Burada \(fx\) arz fonksiyonunu
ve \(gx\) talep fonksiyonunu temsil etmek iizere denge noktas1 \(fx=gx\) esitligini saglayan noktadir.

2. Tiiketici ranti: Tiiketici bir iirlinii denge fiyat:1 {izerinde bir fiyattan almaya razi1 iken denge
fiyatindan alirsa kar etmis sayilmaktadir. Bu kazanca, tiiketici rant1 denir. \((x_0,p_0)\) denge noktasi
ve \(f(x)\) talep fonksiyonu olmak iizere tiiketici ranti,

\(TR=[_0"{x_0}[f(x)-p_0 ]dx\)

3. Uretici ranti: Uretici bir iiriinii denge fiyat1 altinda bir fiyattan satmaya raz1 iken denge fiyatindan
satarsa kar etmis olur. Bu kazanca iiretici rant1 denir. \((x_0,p_0)\) denge noktas1 ve \(f(x)\) arz
fonksiyonu olmak iizere iiretici ranti,

\(UR=/_0~{x_0}[p_0-f(x)]dx\)

Integrali ile hesaplanir.

Unite boyunca bu konular ¢ok sayida 6rnek ve grafikle pekistirilmistir.
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UNITE ADI Cok Degiskenli Fonksiyonlar
UNITE NO 5

YAZAR  Prof.Dr. HALIT ORHAN

COK DEGISKENLi FONKSiYONLAR: KAVRAMLAR VE ANALIZ

Giinliik hayatta karsilasilan pek ¢ok olay ve bilimsel arastirma konusu, genellikle tek bir degiskene
degil, birden fazla bagimsiz degiskene baglidir. Tek degiskenli fonksiyonlarda kullanilan temel analiz
yontemleri, ¢ok degiskenli fonksiyonlara genisletildiginde daha zengin ve karmasik bir yap1 ortaya
¢ikar. Bu fonksiyonlar; mithendislik, iktisat, istatistik ve akiskanlar dinamigi gibi genis bir uygulama
alanina sahiptir.

1. Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Tanimi

Cogu fonksiyon birden fazla bagimsiz degiskene dayanir. Ornegin, bir silindirin hacmi (\(V=\pi "2 h\))
hem yaricapa hem de yiikseklige baghdir. Benzer sekilde, yeryiiziindeki bir noktanin sicakligi (\(T\)) o
noktanin enlem (\(x\)) ve boylamina (\(y\)) gore degisir \((T(x,y)).\)

Matematiksel Tanmim: \(D\), reel say1 ciftlerinden olusan bir kiime olsun. Eger \(f\), bu \(D\)
kiimesindeki her bir \((x,y)\) noktasina tek bir \(f(x,y)\) reel say1s1 karsilik getiriyorsa, bu bagintiya iki
degiskenli fonksiyon denir. Bu durum \(f: D \to \mathbb{R}\) seklinde gosterilir. Benzer bir genisletme
ile li¢ veya daha fazla degiskenli fonksiyonlar da tanimlanabilir.

2. Tanmim ve Goriintii Kiimeleri

Cok degiskenli fonksiyonlarda tanim kiimesi, fonksiyonun kuralini reel yapan tiim bagimsiz
degiskenlerin \((x, y, z...)\) olusturdugu kiimedir.

Logaritmik Fonksiyonlar: Logaritma fonksiyonu sadece pozitif sayilarda tanimli oldugundan, \(f(x,y)
=\In(x"2 +y - 1)\) gibi bir fonksiyonda tanim kiimesi \(x"2 +y - 1 > 0\) esitsizligini saglayan
noktalardir.

Koklii Fonksiyonlar: Cift dereceli koklerin i¢i negatif olamaz. Ornegin \(f(x,y) = \sqrt{1-x2-y"2}\)
fonksiyonu i¢gin \(x*2 + y*2 \leq 1\) sart1 aranir; bu da geometrik olarak koordinat diizleminde bir birim
diski temsil eder.

3. U¢ Boyutlu Uzayda Koordinat Sistemi ve Grafikler

iki degiskenli bir fonksiyonun grafigi \((z = f(x,y))\), ii¢ boyutlu uzayda bir yiizey belirtir. Bu grafikler,
tanim kiimesindeki her \((x,y)\) noktasina karsilik gelen \(z\) degerlerinin ({igiincii koordinat)
birlesiminden olusur.iki degiskenli fonksiyonlarin en basit grafik érnegi diizlemlerdir. Birinci
dereceden \(z = Ax + By + C\) bigimindeki denklemler uzayda bir diizlem belirtir. Bir diizlemi ¢izmek
icin genellikle eksenleri kestigi noktalar (diger iki degiskene sifir verilerek) bulunur ve bu noktalar
birlestirilir.

4. iktisadi ve Geometrik Uygulamalar

Cok degiskenli fonksiyonlar iiretim, maliyet ve kar analizlerinde kritik rol oynar.

Uretim Fonksiyonlari: Belirli miktardaki isgiicii ve sermayeye bagli iiretim miktar1 hesaplanabilir.
Maliyet ve Kar Fonksiyonlari: Birden fazla iiriin iireten bir firmanin toplam maliyeti \((C(x,y))\) veya
toplam kar1 \((P(x,y)),\) bu iiriinlerin miktarlarina baglh olarak ifade edilir. Ornegin Kar \((P)\), Gelir \
((R)Y) ve Maliyet (\(C\)) farkindan olusur: \(P(x,y) = R(x,y) - C(x,y).))

5. Onemli Hatirlatmalar ve Pratik Bilgiler

Tanimsizhk Durumlari: Rasyonel bir fonksiyonda payday: sifir yapan noktalar tanim kiimesinden
¢ikarilmalidir.

Deger Hesaplama: Fonksiyonda belirli bir noktadaki degeri bulmak i¢in, degiskenler yerine verilen
sayilar yazilir. Ornegin \(f(x,y) = x*2 y*3 - xy + 1\) i¢in \(f(1, -1)\) degeri \(0\) olarak bulunur.
Gorsellestirme: Karmagik yiizeylerin (hiperbolik paraboloidler gibi) grafiklerini ¢izmek zor
oldugundan, giinlimiizde Maple veya Mathematica gibi bilgisayar programlarindan yararlanilmaktadir.
Sonug olarak, ¢ok degiskenli fonksiyonlar tek degiskenli analizin dogal bir uzantisidir; ancak
degiskenler arasi etkilesimler nedeniyle ¢ok daha genis bir analiz ve uygulama alan1 sunarlar.

5. Unite - Cok Degiskenli Fonksiyonlar 5



DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Kismi Tiirevler ve Uygulamalari
UNITE NO 6

YAZAR Prof.Dr. HALIT ORHAN

Kismi Tiirev Kavram ve iktisadi Mantig

Matematiksel analizde tek degiskenli fonksiyonlarin tiirevi, bagimsiz degiskendeki bir birimlik
degisimin fonksiyon degerinde yarattig1 degisimi ifade eder. Ancak gercek diinya problemlerinde,
ozellikle iktisat ve isletme alaninda, sonuglar genellikle birden fazla faktdre baglidir. Ornegin, bir
firmanin toplam maliyeti sadece tek bir {iriiniin iiretim miktarina degil, hammadde fiyatlarina, is¢ilik
saatlerine ve birden fazla iiriin gesidinin miktarina baghdir. Iktisatgilarin siklikla bagvurdugu Ceteris
paribus (diger her sey sabitken) ilkesi, ¢ok degiskenli bir sistemde tek bir faktoriin etkisini izole etmeyi
amaglar. Iste bu mantigin matematiksel karsilig1 kismi tiirevdir. Kismi tiirev sayesinde, bir degiskeni
degistirip digerlerini sabit tutarak sistemin nasil tepki verecegini kesin olarak hesaplayabiliriz.

Kismi Tiirevlerin Hesaplanmasi

\(z = f(x, y)\) gibi iki degiskenli bir fonksiyon ele alindiginda:

\OWO\(x\)'e Gore Kismi Tiirev (\(f_x\)\(\)): Fonksiyonun \(x\) degiskenine gore degisimidir. Bu islem
yapilirken \(y\) degiskeni tipki bir say1 (5, 10 veya sabit \(a\) sayis1) gibi islem goriir. Limit tanimiyla
bu durum, \(y\) sabitken \(x\)'teki sonsuz kii¢iik degisimin fonksiyonun limit degerine oranidir.
\(yW\(V)'ye Gore Kismi Tiirev (\(f_y\)): Benzer sekilde \(x\) degiskeni sabit tutulur ve fonksiyonun
sadece \(y\) eksenindeki degisim hizi bulunur.Bu kurallar ii¢ ve daha fazla degiskenli fonksiyonlar (\(w
=1f(x, y, z)\)) i¢in de gecerlidir. Bir degiskene gore tiirev alinirken geri kalan tiim degiskenler sabit
kabul edilir.

Geometrik Anlam ve Degisim Hizi

Iki degiskenli bir fonksiyonun grafigi ii¢ boyutlu uzayda bir yiizey belirtir. Bu yiizey iizerindeki bir
noktada \(x\) yoniindeki kismi tiirev, yiizeyin o noktadaki \(x\) eksenine paralel tegetinin egimidir.
Benzer sekilde \(y\) yoniindeki kismi tiirev de \(y\) eksenine paralel tegetin egimidir. Bu degerler ayni
zamanda fonksiyonun o dogrultulardaki anlik degisim hizlarini temsil eder.

Yiiksek Mertebeden Tiirevler ve Karisik Tiirevler

Bir fonksiyonun kismi tiirevleri alindiktan sonra, elde edilen bu yeni fonksiyonlarin tekrar tiirevi
alinabilir. Buna "ikinci mertebeden kismi tiirevler" denir.

\(f_{xx}\): Once \(x\)'e sonra tekrar \(x\)'e gore tiirev.

\(f_{yy}\): Once \(y\)'e sonra tekrar \(y\)'e gore tiirev.

\(f_{xy}\) ve \(f_{yx}\): Bunlar "karigik (capraz) tiirevler"dir.

Karisik Tiirev Teoremi uyarinca, eger bu tiirevler ilgili bolgede tanimli ve siirekli ise, tiirev alma sirast
sonucu degistirmez \((f {xy} =f {yx}).\)

Zincir Kurah

Bazen bir fonksiyonun bagimsiz degiskenleri de baska bir parametreye (6rnegin zamana, \(t\)) bagh
olabilir. \(z = f(x(t), y(t))\) durumunda, \(z\)'nin \(t\)'ye gore toplam degisimi bulunurken zincir kural
uygulanir: \(\Mrac{dz} {dt} = \frac{\partial z} {\partial x} \cdot \frac {dx} {dt} + \frac{\partial z} {\partial
y} \cdot \frac{dy} {dt}.\) Bu formdil, her bir yolun (degiskenin) fonksiyon iizerindeki etkisinin toplanmasi
prensibine dayanir.

Optimizasyon: Maksimum, Minimum ve Kritik Noktalar

Cok degiskenli fonksiyonlarda en biiyiik (maksimum) veya en kiigiik (minimum) degerleri bulma islemi
optimizasyon olarak adlandirilir. Siire¢ su adimlari izler:

Kritik Noktalarin Bulunmasi: Fonksiyonun birinci mertebeden tiim kismi tiirevleri (\(f _x\) ve \(f_y\))
sifira esitlenir ve elde edilen denklem sistemi ¢dziilerek \((x_0, y_0)\) noktalar1 bulunur.

Ikinci Tiirev Testi (\(D\) Testi): Bulunan kritik noktalarin tiiriinii anlamak icin \(D = f_{xx} \cdot f {yy}
- (f_{xy})"2\) degeri hesaplanir.

\(D > 0V) ve \(f_{xx} > 0\) ise bu nokta bir yerel minimum noktasidir.

\(D > 0V) ve \(f_{xx} < 0\) ise bu nokta bir yerel maksimum noktasidir.

\(D < 0V) ise bu nokta ne maksimum ne de minimumdur; bir eyer (semer) noktasi olarak adlandirilir.
Lagrange Carpanlar1 Metodu (Kisith Optimizasyon)

Gergek hayatta kaynaklar sinirlidir; bu nedenle optimizasyon problemleri genellikle bir yan sartla
(kisitla) birlikte gelir (Orn: Sabit biitge ile fayday1 maksimize etmek). Joseph Louis Lagrange
tarafindan gelistirilen bu metod, kisithi problemleri ¢6zmek i¢in en etkili yoldur. \(g(x,y)=0\) kisit1
altinda \(f(x,y)\) fonksiyonunu optimize etmek icin \(L(x, y, \lambda) = f(x, y) + \lambda g(x, y) \)
seklinde yeni bir "Lagrange Fonksiyonu" kurulur. Bu fonksiyonun tiim degiskenlere \((x, y, \lambda)\)
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gore kismi tiirevleri alinip sifira esitlendiginde, kisit1 saglayan en iyi ¢6zlim noktasi elde edilir.
iktisadi Uygulamalar

Kismi tiirevler isletme ve iktisat matematiginin temelidir. Marjinal Maliyet, bir degisken (iiretim
miktar1) bir birim artarken toplam maliyetin ne kadar degistigini ifade eden kismi tiirevdir. Cok iiriinlii
bir firmada, sadece bir {iriiniin iretimindeki artigin maliyete etkisi bu yolla hesaplanir. Benzer sekilde
riizgar hiz1 gibi dis etkenlerin hissedilen sicaklik iizerindeki etkileri de kismi tiirevler araciligiyla
analiz edilerek degiskenlerin hangisinin sonug iizerinde daha baskin oldugu belirlenebilir.
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DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Matrisler

UNITE NO 7

YAZAR  Prof.Dr. INCi GULTEKIN

GIRIS

Matrisler {initesi, matematiksel analiz ve uygulamali bilimlerin temel taslarindan biri olan matris
cebirini kapsamli bir sekilde incelemektedir. Matris cebiri, ilk olarak 1857 yilinda Arthur Cayley
tarafindan sistematik bir yaprya kavusturulmus olup, giiniimiizde miihendislikten ekonomiye,
istatistikten bilgisayar bilimlerine kadar pek ¢ok alanda karmasik veri setlerini diizenlemek, analiz
etmek ve islemek igin vazgecilmez bir arag haline gelmistir. Unitenin giris boliimiinde, matrislerin
glinliik hayattaki pratik uygulamalarina 6rnekler verilerek (6rnegin, okullardaki ders programlarinin
hazirlanmasi, 6grenci not takibi, elektronik devre hesaplamalar1 ve muhasebe islemleri) konunun
onemi vurgulanmistir. Reel sayilar cebiri ile matris cebiri arasindaki benzerlikler (toplama ve skalerle
carpma gibi eleman bazinda islemler) ve 6nemli farkliliklar (6zellikle ¢arpma isleminin degisme
0zelligi tastmamasi) da baslangigta belirtilmistir.

MATRISIN TANIMI

Unitenin ilk bdliimii, matrisin tanimima odaklanmaktadir. Matris, reel veya karmagik sayilardan olusan,
m satir ve n siituna yerlestirilmis dikdortgen seklindeki bir say1 tablosudur. Bu yap1, A=[ajj]mxn = veya
A=(aij))mxn seklinde gosterilir; burada ajj, matrisin i. satir ve j. siitunundaki elemanini ifade eder. Bir
matrisin bliylikliigli veya tipi, satir ve siitun sayilarinin ¢arpimi (m x n) ile tanimlanir. Matrislerin
satirlar1 satir vektorleri, siitunlari ise siitun vektorleri olarak adlandirilir. Bu temel tanim, matris
cebirinin tiim diger kavramlari i¢in bir baslangi¢ noktasi olusturur.

BAZI OZEL MATRISLER

Ardindan, matrislerin 6zel tiirleri detayl bir sekilde ele alinmistir. Sifir matrisi, tiim elemanlar sifir
olan herhangi bir boyuttaki matristir ve toplama islemine gore birim eleman gorevi goriir. Kare matris,
satir ve slitun sayilar esit olan (n x n) matrislere denir ve bu matrislerde esas kdsegen kavrami biiyiik
onem tasir. Birim matris I,, esas kdsegen tizerindeki elemanlar1 1, diger tiim elemanlar1 0 olan 6zel bir
kare matristir ve matris ¢arpiminda birim eleman islevi goriir. Késegen matris, esas kdsegen disindaki
tiim elemanlari sifir olan bir kare matristir. Skaler matris, kosegen lizerindeki elemanlar1 ayn1 olan bir
kdsegen matristir. Uggen matrisler ise, esas kdsegenin altindaki (iist iiggen matris) veya iistiindeki (alt
iicgen matris) tim elemanlar sifir olan kare matrislerdir. Bu 6zel matrisler, matris cebirindeki bir¢ok
teoremin ve uygulamanin temelini olugturur.

MATRIS ISLEMLERI

Matrisler iizerindeki islemler de ayrintili olarak agiklanmistir. ki matrisin esit olabilmesi i¢in ayn1
tipte olmalar1 ve karsilikli elemanlarinin birebir ayni1 degerlere sahip olmasi gerekir. Matrislerde
toplama ve ¢ikarma islemleri, ancak ayni tipteki matrisler arasinda ve karsilikli elemanlarin
toplanmasi veya ¢ikarilmasiyla yapilabilir. Toplama islemi, reel sayilardaki toplama gibi kapalilik,
degisme, birlesme 6zelliklerine sahiptir; sifir matris toplama islemine gére birim elemandir ve her
matrisin toplama islemine gore bir tersi (-A) bulunur. Bir skaler (say1) ile matrisin ¢arpimi, skalerin
matrisin her bir elemaniyla ¢arpilmasiyla gerceklestirilir.

IKi MATRISIN CARPIMI

Iki matrisin ¢arpimi, matris cebirinin en kritik ve karmasik islemlerinden biridir. A matrisinin siitun
sayisi ile B matrisinin satir sayis1 esit oldugunda ( A=(aij)mxn V€ B=(b)nxp ), A.B ¢arpimi1 tanimlanabilir
ve sonug matrisi C=(Cjj)mxp tipinde olur. Carpim matrisinin c; elemani, A matrisinin i. satir1 ile B
matrisinin j. slitunundaki elemanlarin karsilikli garpimlarinin toplami olarak hesaplanir. Matris
carpiminin en 6nemli 6zelligi, genel olarak degisme 6zelliginin olmamasidir (A.B # B.A). Ancak
birlesme 6zelligi (A.(B.C) = (A.B).C) ve carpimin toplama iizerine dagilma 6zelligi (A.(B+C) = A.B
+ A.C) gegerlidir. Birim matris In, carpma iglemine gore birim elemandir (A.I, = [,.A = A). Reel say1
carpimindan farkli olarak, A.B =0 olmasina ragmen A ve B matrislerinin sifir matris olmamasi
miimkiindiir; ayrica A.B = A.C esitliginden B = C sonucuna ulagilamayabilir, yani sifir olmayan bir
carpanla sadelestirme her zaman gegerli degildir. Bu farkliliklar, matris cebirinin kendine 6zgii
yapisini ortaya koyar.

BiR MATRIiSIiN DEVRIiGI (TRANSPOZU)

Bir matrisin devrigi (transpozu), matrisin satirlarinin siitun, siitunlarinin ise satir olarak yeniden
diizenlenmesiyle elde edilen yeni matristir ve AT ile gosterilir. Eger A matrisi m x n tipindeyse, AT
matrisi n x m tipinde olur. Transpoz alma isleminin temel 6zellikleri arasinda ((AT)T = A, (A+B)T =
AT+ BT, .((kA)™=k.( AT) ve (A.B)™= BT. AT bulunur. Bu 6zellikler, matris denklemlerini ¢ozerken
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veya matrislerin yapisal 6zelliklerini incelerken 6nemlidir. Ayrica, transpozu kendisine esit olan kare
matrislere simetrik matris (AT = A), transpozu kendisinin eksi isaretlisine esit olan kare matrislere ise
ters simetrik matris (AT= -A) denir.

BIR MATRISIN TERSI

Unitenin son boliimii, bir matrisin tersi kavramina ayrilmistir. Kare bir A matrisi i¢in, A.B =B.A=1,
(In, n. mertebeden birim matris) esitligini saglayan n x n tipindeki B matrisine A matrisinin tersi denir
ve Al ile gosterilir. Her kare matrisin tersi mevcut olmayabilir. Ozellikle 2 x 2 tipindeki bir matris \
(A=\begin{bmatrix} \alpha {11} & \alpha {12} \\\alpha {21} & \alpha {22} \\\end{bmatrix}\) i¢in
ters matris, \(A™{-1}=\frac{1}{(a_{11} a_{22}-a {12} a_{21})} \begin{bmatrix} \alpha {22} & -\
alpha {12} \\ -\alpha {21} & \alpha {11} \\\end{bmatrix}"{}\) formiilityle hesaplanabilir; burada \
((a_{11}a_{22}-a_{12}a {21})\) ifadesinin sifirdan farkli olmasi, ters matrisin varligi i¢in kritik bir
kosuldur. Ters matrisin de (A1) '=A, (A.B)'=B)'(A) !, (AHT=(AT)! ve (kA)'=k A" =gibi 6nemli
Ozellikleri bulunmaktadir. Ters matrisler, lineer denklem sistemlerinin ¢dziimiinde ve matris
denklemlerinin manipiilasyonunda temel bir rol oynar. Bu {inite, matrislerin tanimindan &zel tiirlerine,
temel islemlerinden transpoz ve ters matris kavramlarina kadar genis bir yelpazede bilgi sunarak,
matris cebirine saglam bir giris yapmaktadir.
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DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Determinantlar

UNITE NO 8

YAZAR  Dr.Ogr.Uyesi FATMA SAGSOZ

DETERMINANTLAR VE KARE MATRISLERIN ANALIZi

Matematikte ve ozellikle dogrusal cebirde determinantlar, kare matrislerin karakteristik 6zelliklerini
sayisal bir degerle ifade eden en kritik araglardan biridir. Dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimiinden,
bir matrisin tersinin olup olmadiginin belirlenmesine; geometrik alan ve hacim hesaplamalarindan,
vektorlerin lineer bagimsizlik analizine kadar genis bir yelpazede kullanilir.

1. Determinant Kavrami ve Tanim

Determinant, yalnizca kare matrisler (satir sayisi siitun sayisina esit olan matrisler) i¢in tanimlanmis
bir fonksiyondir. Her kare matrisi bir reel sayiya esler. \(A\) bir kare matris ise, bu matrisin
determinanti \(det(A)\) veya \(JA|\) seklinde gdsterilir. Unutulmamalidir ki determinantin sonucu bir
matris degil, tek bir gercel sayidir. Eger bir matris kare matris degilse, onun determinantindan sz
edilemez.

2. Diisiik Boyutlu Matrislerde Determinant Hesabi

Matrisin boyutu arttik¢a hesaplama yontemleri de degisir:

* 1x1 Tipindeki Matrisler: \(A = [a]\) ise \(JA| =a\) olur.

» 2x2 Tipindeki Matrisler: En temel hesaplama yontemidir. Esas kdsegen (soldan saga asagi)
iizerindeki elemanlarin ¢arpimindan, yedek kdsegen (sagdan sola asagi) iizerindeki elemanlarin
carpimi ¢ikarilir.

\(A =\begin{bmatrix} a & b\\ ¢ & d \end{bmatrix} \)i¢in \(|A| = (a \cdot d) - (b \cdot ¢)\)

* 3x3 Tipindeki Matrisler (Sarrus Kurah): Fransiz matematik¢i Pierre Sarrus tarafindan
gelistirilen bu yontemde, matrisin ilk iki satir1 (veya ilk iki slitunu) matrisin altina (veya yanina)
aynen yazilir. Ardindan olusturulan iigerli saga yatik kdsegenlerin ¢arpimlari toplanir ve bu
toplamdan sola yatik kosegenlerin ¢arpimlarinin toplami ¢ikarilir.

3. Mino6r ve Kofaktor (Es Carpan)

Daha yiiksek mertebeden matrislerin (4x4 ve iizeri) determinantini hesaplamak i¢in matrisi alt
matrislere indirgeyen kavramlar kullanilir:

Minér (\(M_{ij}\)): Bir matrisin \(i\). satir1 ve \(j\). siitunu tamamen silindiginde geriye kalan alt
matrisin determinantidir.

Kofaktor \((A_{ij})\): Ilgili mindriin, bulundugu konuma gore bir isaret katsayisi ile carpilmis halidir.
Isaret, \((-1)*{i+j}\) formiiliiyle belirlenir. Eger satir ve siitun numaralarinin toplami ¢ift ise mindriin
isareti degismez; tek ise mindriin igareti tersine doner.

4. Laplace (Kofaktor) Ac¢ilimi

Herhangi bir boyuttaki kare matrisin determinantini hesaplamak i¢in kullanilan genel yontemdir. Bu
yonteme gore; bir matrisin determinanti, herhangi bir satirin (veya siitunun) elemanlar1 ile o elemanlara
ait kofaktorlerin carpimlarinin toplamina esittir. Hesaplama kolaylig1 agisindan, i¢cinde en ¢ok "0"
(s1fir) bulunan satir veya siitunu se¢mek igslem yiikiinii biiyiik 6l¢iide azaltir.

5. Determinantlarin Temel Ozellikleri

Determinant hesaplamalarini hizlandiran ve teorik ¢ikarimlar saglayan baslica 6zellikler sunlardir:

* Sifir Elemanh Satir/Siitun: Bir matrisin bir satir1 veya siitunu tamamen sifirlardan olusuyorsa,
determinant1 \(O\) olur.

* Transpoze: Bir matrisin satirlari ile siitunlar1 yer degistirirse (transpozesi alinirsa) determinant
degeri degismez: \(det(A) = det(A"T)\).

+ Satir Degistirme: Iki satir veya iki siitun kendi arasinda yer degistirirse determinantin isareti
degisir.

+ Ozdes/Orantili Satirlar: ki satir1 veya siitunu ayn1 olan veya birbirinin kati (orantili) olan
matrislerin determinanti \(0\)'dur.

* Skaler Carpim: Bir matrisin bir satir1 \(k\) sayisi ile ¢arpilirsa, determinant da \(k\) ile
carpilmis olur.

+ Ucgensel Matrisler: Késegeninin altindaki veya iistiindeki tiim elemanlar sifir olan (iist veya
alt iiggensel) matrislerin determinanti, sadece esas kdsegen lizerindeki elemanlarin carpimina
esittir.

6. Ek (Adjoint) Matris ve Matris Tersi
Matrislerin tersini bulmada kullanilan en 6nemli yontemlerden biri determinant temellidir:
Ek Matris (\(adj(A)\)): Bir matrisin her bir elemaninin yerine kendi kofaktorii yazilarak elde edilen
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kofaktdrler matrisinin transpozesidir (devrigidir).

Ters Matris (\(A”{-1}))): Bir matrisin tersi, ek matrisinin determinantina boliinmesiyle bulunur:
\(AN{-1} =\frac{1} {|]A|} \cdot adj(A)\)

Burada hayati kural sudur: Eger bir matrisin determinant1 sifir ise (\(JA|=0\)), o matrisin tersi yoktur. Bu
tiir matrislere "Tekil (Singular) Matris" denir.

7. Uygulamalar: Cramer Kurah

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde determinantlar biiyiik kolaylik saglar. Cramer Kurali'na
gore, her bir degiskenin degeri, degiskenin katsayilar siitunuyla sonuglar siitununun yer degistirildigi
yeni matrisin determinantinin, katsayilar matrisinin determinantina bdliinmesiyle bulunur \((x_i = \frac
{|A_1i|} {|]A[})\). Bu kuralin uygulanabilmesi i¢in sistemin katsayilar matrisinin determinanti sifirdan
farkli olmalidir.

Sonug olarak, determinantlar sadece sayisal bir sonug degil, bir matrisin dogrusal doniisiimdeki
davranisini, tersinirligini ve geometrik etkisini anlamamizi saglayan, lineer cebirin kalbinde yer alan
bir kavramdir.
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DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Lineer Denklem Sistemleri
UNITE NO 9

YAZAR  Do¢.Dr. YESIM AKBULUT

LINEER DENKLEM SISTEMLERI

Lineer denklem sistemleri, matematiksel modellemenin temel taslarindan biridir ve ekonomi, isletme,
mithendislik ve sosyal bilimler gibi genis bir yelpazedeki disiplinlerde kargilasilan karmagik
problemlerin analizinde ve ¢6ziimiinde kritik bir rol oynar. Bu {inite, lineer denklem sistemlerini
agiklamakta, ayn1 zamanda bu sistemlerin ¢6ziim varligini tartigsmakta ve cesitli ¢dziim yontemlerini
detaylandirmaktadir.

Unite, ilk olarak iki bilinmeyenli lineer denklem sistemlerini ele alarak konuya giris yapar. Tek bir
lineer denklem, drnegin \(ax+by=c\) formundaki bir ifade, reel sayilar diizleminde bir dogruyu temsil
eder. Bu denklemi saglayan \((x,y)\) ikilileri sonsuz sayidadir ve bu dogru iizerindeki her nokta bir
¢Oziimdiir. Ancak, iki bilinmeyenli iki denklemden olusan bir lineer denklem sistemi, iki dogrunun
birlikte incelenmesini gerektirir. Sistemin ¢dzlimii, her iki denklemi de ayn1 anda saglayan \((x,y)\)
ikilisidir ve geometrik olarak bu iki dogrunun kesisim noktasidir. \(ax+by=c \) ve \(dx+ey=f\) dogrular
arasindaki iligskiye bagl olarak ii¢ farkli ¢6ziim durumu ortaya ¢ikar:

1. **Tek Coziim:** Dogrular tek bir noktada kesigir. Bu durum, katsayilar oraninin farkli olmasiyla \
((a/d # b/e)\) karakterize edilir.

2. **Coziim Yok:** Dogrular paraleldir ve asla kesismezler. Bu durum, katsayilar oraninin esit ancak
sabit terim oraninin farkli olmasiyla \((a/d = b/e # c/f)\) belirlenir.

3. **Sonsuz Coziim:** Dogrular cakisiktir, yani aslinda ayn1 dogrudurlar. Bu durum, tiim katsayilar ve
sabit terim oranlarinin esit olmasiyla \((a/d = b/e = ¢/f)\) ifade edilir.

Iki bilinmeyenli lineer denklem sistemleri genellikle yok etme ydntemi ile ¢oziiliir; bu yontemde bir
bilinmeyenin katsayilar1 esit biiyiikliikkte ve zit isaretli olacak bi¢imde diizenlenir, ardindan denklemler
taraf tarafa toplanarak tek bilinmeyenli bir denklem elde edilir.

Unite daha sonra n-bilinmeyenli lineer denklem sistemlerine gecis yapar. Genel bir \(n\)-bilinmeyenli
lineer denklem, \(a_1x 1+a 2x 2...+a nx n=b 1)) seklinde yazilir. Bu tiir denklemlerden birden
fazlasinin bir araya gelmesiyle n-bilinmeyenli bir lineer denklem sistemi olusur:

Eger sistemdeki tiim sabit terimler \((b_i, i=1,2...,m) V)sifir ise, sisteme "homojen lineer denklem
sistemi" denir. Homojen denklem sistemleri, daima \(x_1=x_2=[1=x_n=0\) olan ve "agikar ¢6ziim"
olarak adlandirilan ¢6zlime sahiptir, bu nedenle homojen denklem sistemleri daima tutarlidirlar.
Asikar ¢6ziim disinda elde edilen ¢6zlimler ise "asikar olmayan ¢oziimler" olarak adlandirilir.

Genel lineer denklem sistemleri i¢in de {i¢ olas1 durum séz konusudur: sistemin tek bir ¢ozlime sahip
olmasi, ¢6ziimiin olmamasi veya sonsuz ¢oziime sahip olmasi. C6ziimii sahip olan sistemlere "tutarl1",
¢0ziimil olmayan sistemlere ise "tutarsiz" denir.

Lineer denklem sistemlerini ¢6zmek icin en yaygin ve giiclii yontemlerden biri "Gauss yok etme
yontemi"dir. Bu yontemin temelinde, sistemin ¢6ziim kiimesini degistirmeyen elementer islemler
bulunur:

1. iki denklemin yerini degistirmek.

2. Bir denklemi sifirdan farkli bir sayiyla carpmak.

3. Bir denklemin sifirdan farkli bir katin1 bagka bir denkleme eklemek.

Bu islemler ardigik olarak uygulanarak sistem "basamak (eselon) formuna" doniistiiriiliir. Basamak
formundaki bir sistemde, her denklemin ilk bilinmeyeni, bir 6nceki denklemin ilk bilinmeyeninden
daha sagda yer alir ve asagiya dogru bilinmeyen sayisi azalir. Basamak formuna doniistiiriildiikten
sonra, sistemin ¢0zlimii asagidaki kurallara gére yorumlanir:

* Eger basamak formunda \(k\), sifirdan farkli bir say1 olmak {izere \(0=k\) gibi bir ¢eligki ortaya
cikarsa, sistem tutarsizdir ve ¢6zliimii yoktur.

* Eger sistem tutarsiz degilse ve bilinmeyen sayist denklem sayisina esitse, sistemin tek ¢6ziimii
vardir.

* Eger sistem tutarsiz degilse ve bilinmeyen sayisi denklem sayisindan fazlaysa, sistemin parametreye
bagli sonsuz ¢6ziimii vardir. Parametre sayisi, bilinmeyen sayisi ile denklem sayis1 arasindaki farka
esittir. Bu durumda, serbest degiskenler parametre olarak atanir ve diger degiskenler bu parametreler
cinsinden ifade edilir.

* Ozel bir durum olarak, denklem sayisiin bilinmeyen sayisindan fazla oldugu \((m>n)\) durumlarda,
bilinmeyen sayisi kadar denklem seg¢ilip ¢6ziiliir ve bulunan ¢dziimiin diger denklemleri saglayip
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saglamadigi kontrol edilir. Bulunan ¢6ziim, diger denklemleri saglamiyorsa sistem tutarsizdir.

Lineer denklem sistemlerinin matrisler araciligiyla gosterimi, ¢6ziim siireglerini daha sistematik ve
kompakt hale getirir. Bir \(n\)-bilinmeyenli \(m\)-denklemden olusan lineer denklem sistemi \(AX=B))
seklinde yazilabilir. Burada \(A)), sistemin katsayilar matrisi; \(X\), bilinmeyenler matrisi; ve \(B\),
sabitler matrisidir. Sistemin "genigletilmis katsayilar matrisi" \((A:B)\), katsayilar matrisine sabitler
matrisinin eklenmesiyle olusturulur. Gauss yok etme yontemi, genisletilmis katsayilar matrisine
uygulanan "elementer satir islemleri" (satir degistirme, satir carpma, satir ekleme) ile esdegerdir.
Matris basamak formuna indirgendikten sonra, karsilik gelen lineer denklem sistemi yazilir ve ¢dziimii
yukarida belirtilen kurallara gére yorumlanir.

Cramer Yontemi

Son olarak, "Cramer yontemi" belirli tiirdeki lineer denklem sistemleri i¢in alternatif bir ¢6ziim sunar.
Bu yontem, bilinmeyen sayisi denklem sayisina esit olan (yani kare katsayilar matrisine sahip) ve
katsayilar matrisinin determinanti sifirdan farkli olan sistemlere uygulanabilir. C6ziim, her bir \(x_1i,
i=1,2....,n\) bilinmeyeni igin \(x_{i}=\frac{det(A_1)} {det(A)}\) formiiliiyle hesaplanir. Burada \(A_i\),
\(i=1,2....,n\) matrisi, A katsayilar matrisinin []. siitununun [ sabitler matrisiyle degistirilmesiyle elde
edilir. Cramer yontemi, 6zellikle kii¢lik sistemler icin iyi bir ¢dziim alternatifidir. Ancak, eger \
(detA=0\) ise, Cramer yontemi dogrudan uygulanamaz. Bu durumda:

* Eger \(det(A)=0\) ve tiim \(det(A_1i) \)degerleri de sifir ise, sistemin sonsuz sayida ¢éziimi vardir.

* Eger \(det(A)=0\) ancak \(det(A i) \)degerlerinden en az biri sifirdan farkli ise, sistemin ¢oziimii
yoktur.

Cramer yontemi, determinant hesaplamalarinin karmasiklig1 nedeniyle bilyiik sistemler i¢in Gauss yok
etme yontemine gore daha az verimli olabilir, ancak teorik 6nemi ve belirli durumlar i¢in pratikligi
biiyiiktlir.

Bu finite, lineer denklem sistemlerinin temel kavramlarini, ¢6ziim yontemlerini ve ¢6ziim kiimelerinin
dogasini hem cebirsel hem de geometrik perspektiflerden sunarak, 6grencilere bu alanda saglam bir
temel olusturmay1 amaglamaktadir.
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DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Permiitasyon ve Kombinasyon
UNITE NO 10

YAZAR  Doc.Dr. YESIM AKBULUT

GIRIS

Bu iinite, matematiksel sayma prensiplerinin temelini olusturan permiitasyon ve kombinasyon
kavramlarin1 ayrintili bir bigimde ele almaktadir. Unitenin temel hedefleri arasinda, dgrencilerin bu
kavramlar1 dogru ve agik bir sekilde tanimlayabilmesi, ilgili temel problemleri ¢dzebilmesi, tekrarl
ve dairesel permiitasyon gibi 6zel durumlar1 uygulayabilmesi, permiitasyon ile kombinasyon arasindaki
temel farki agiklayabilmesi ve binom katsayilarini dogru bicimde hesaplayabilmesi yer almaktadir.
Ele alinan bu konular, olasilik teorisi bagta olmak lizere matematigin diger ileri alanlar1 i¢in saglam
bir altyap1 olusturmaktadir.

Sayma Kurallari

Unite, "Sayma Kurallar1" ile baslar. Bir kiimenin eleman sayisini veya bir olayin olas1 sonuglarinin
say1sini belirlemek i¢in kullanilan bu kurallar, "Toplama Kurali" ve "Carpma Kurali" olmak {izere iki
temel prensibe ayrilir. Toplama kurali, iki veya daha fazla olayin ayni anda ger¢eklesmedigi
durumlarda, bu olaylardan birinin veya digerinin toplam kac farkli yolla gerceklesebilecegini ifade
eder. Eger A olay1 n farkli yolla ve B olay1 m farkli yolla gergeklesiyorsa ve bu olaylar birbirini
dishyorsa, A veya B olay1 n+m farkli yolla ger¢eklesir. Bu kural, "veya" baglacinin kullanildigi se¢im
problemlerinde uygulanir. Carpma kurali ise, bir A olayinin n farkli yolla ve bu olaydan bagimsiz bir B
olaymin m farkli yolla gergeklestigi durumlarda, bu iki olayin birlikte (A ve B olay1) n.m farkli yolla
gerceklesecegini belirtir. Bu kural, "ve" baglacinin kullanildig1 veya ardisik se¢imlerin yapildigi
durumlarda kullanilir. Birden fazla olayin ardigik olarak ger¢eklestigi senaryolarda, her bir olayin
gerceklesme sayilarinin ¢arpimi toplam olasi durum sayisini verir.

Sayma kurallarinin ardindan "Faktoriyel Kavrami" tanitilir. Faktoriyel, 1'den n'ye kadar olan tiim
pozitif dogal sayilarin ¢carpimini ifade eder ve n! seklinde gdosterilir. 0! = 1 olarak kabul edilir.
Faktoriyel, 6zellikle permiitasyon ve kombinasyon formiillerinin temel bir bilesenidir ve n! = n(n-1)!
veyan! =n (n-1) (n-2)! gibi 6zellikleri sayesinde karmagik ifadelerin basitlestirilmesinde kullanilir.
Permiitasyon

"Permiitasyon" boliimii, nesnelerin belirli bir siraya gore dizilmesi veya siralanmasi1 kavramina
odaklanir. n tane farkli nesneden r tanesinin segilip siralanmasina, n nesnenin r'li permiitasyonu denir
ve Pn, r ile gosterilir. Permiitasyonun temel formiilii Pn, r= n!(n-r)! seklindedir. Bu formiil, ilk
elemanin n farkl sekilde, ikincinin (n-1) farkli sekilde ve r'incinin (n-r+1) farkli sekilde secgilebilecegi
mantigia dayanir. Ozel durumlar olarak, n nesnenin tamaminin siralanmasi P(n, n) = n! ve n nesneden
bir tanesinin siralanmasi P(n, 1) = n olarak verilir. Permiitasyon, "ka¢ farkli sekilde siralanabilir", "kag
farkli say1 yazilabilir" gibi siralamanin 6nemli oldugu problemlerde kullanilir.

Permiitasyonun 6zel durumlari olan "Tekrarli Permiitasyon" ve "Dairesel Permiitasyon" da ayrintili
olarak ele alinir. Tekrarli permiitasyon, bir kiimedeki nesnelerin bazilarinin 6zdes olmasi durumunda
kullanilir. Eger n tane elemanin nl tanesi birinci tiirden, n2 tanesi ikinci tiirden ve bu sekilde nr tanesi
r'inci tliirden ise (n =nl +n2 + ... + nr), bu n elemanin farkl siralanis sayisi n!nl!n2!...nk! formiili ile
hesaplanir. Bu formiil, 6zdes elemanlarin kendi aralarindaki yer degisimlerinin yeni bir siralama
olusturmamasini telafi eder. Dairesel permiitasyon ise, n farkli elemanin dairesel bir diizen etrafina
siralanmasi durumunda kullanilir. Diiz bir siradaki siralamadan farkli olarak, dairesel bir diizende bir
elemanin sabitlenmesiyle n-1! farkli siralama elde edilir. Anahtarlik problemleri gibi 6zel
durumlarda, anahtarligin ters ¢evrilebilme 6zelligi nedeniyle maskotsuz anahtarliklar i¢in n-1!2,
maskotlu anahtarliklar i¢in ise n!2 formiilleri kullanilir.

Kombinasyon

"Kombinasyon" kavrami, nesnelerin siralama gézetmeksizin se¢ilmesi kavramini agiklar. n elemanl
bir kiimenin r elemanli alt kiimelerinin her birine n elemanin r'li kombinasyonu denir ve C(n, 1) ile
gosterilir. Kombinasyonun formiilii Cn, r=n!r!n-r! seklindedir. Bu formiil, permiitasyon sayisinin,
se¢ilen r elemanin kendi aralarindaki siralama sayisi olan r!'e boliinmesiyle elde edilir; ¢iinki
kombinasyonda siralama 6nemli degildir. Kombinasyonun 6nemli 6zellikleri arasinda C(n, 0) = 1 (bos
kiime), C(n, n) = 1 (kiimenin kendisi), C(n, 1) = n (tek elemanli alt kiimeler) ve C(n, r) = C(n, n-1)
(tamamlayic1 kombinasyonlar) bulunur. Kombinasyon, "kac¢ farkli grup olusturulabilir”, "ka¢ farkl: alt
kiime vardir" gibi se¢cim odakli problemlerde kullanilir. Unite, permiitasyon ve kombinasyon arasidaki
temel farki vurgular: permiitasyonda siralama veya dizilim dnemlidir (6rnegin, AB # BA),
kombinasyonda ise sadece se¢im onemlidir (6rnegin, {A, B} = {B, A}). Permiitasyon ve kombinasyon
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arasindaki iliski, Cn, r=Pn, rr! formiili ile ifade edilebilir.

Binom Acilimi

Son olarak, "Binom Ag¢ilim1" konusu ele alinir. a+bn seklindeki ifadelerin a¢ilimini ve bu a¢ilimdaki
katsayilar1 inceler. a+bn binom agilimi,

a+tbn=r=0nCn,ran-rbr

formiiliiyle ifade edilir, burada Cn,r, binom katsayilarini temsil eder. Bu agilimda toplam n+1 adet
terim bulunur. herhangi bir terimdeki a ve b'nin {isleri toplam1 n'ye esittir ve tiim katsayilarin toplami
2n'dir. Sabit terim, belirli bir terimin katsayis1 ve katsayilar toplam1 gibi 6zellikler de bu boliimde
aciklanir.

Bu {linite, permiitasyon, kombinasyon kavramlari ve bunlarin uygulamalarini kapsamli bir sekilde
sunarak, 0grencilere olasilik ve istatistik gibi alanlarda karsilasacaklar1 daha karmasik konular i¢in
saglam bir temel saglamaktadir.
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DERS ADI Matematik I1

UNITE ADI Olasihik

UNITE NO 11

YAZAR  Prof.Dr. AYDIN GEZER

OLASILIK TEORISI: TEMEL KAVRAMLAR, AKSIYOMLAR VE HESAPLAMA
YONTEMLERI

Olasilik teorisi, rastlantisal fenomenlerin matematiksel bir ¢ergevede incelenmesini saglayan,
belirsizlik durumlarinda karar verme siirecini rasyonellestiren bir disiplindir. Giinliik hayatta hava
durumu tahminlerinden sigortacilia, borsa analizlerinden genetik arastirmalara kadar ¢ok genis bir
uygulama alanina sahiptir. Bu iinite, olasiligin temel yap1 taglarini ve bu yapi taglar1 arasindaki
mantiksal iliskileri ele almaktadair.

1. Temel Tammlar: Deney, Ornek Uzay ve Olay

Olasilik hesaplamalarinin temelinde ii¢ ana kavram yatar:

* Deney: Sonucu dnceden kesin olarak kestirilemeyen ancak tiim olasi sonuglar1 bilinen
eylemlerdir. Bir madeni paranin atilmasi veya bir zarin yuvarlanmasi en temel deney
ornekleridir.

+ Ornek Uzay (S): Bir deneyin miimkiin olan tiim sonuglarmin kiimesidir. Ornegin, bir zar atma
deneyinde drnek uzay \(S =\{1, 2, 3, 4, 5, 6\}\) elemanlarindan olusur. Ornek uzayn her bir
elemanina 6rnek nokta denir.

+ Olay: Ornek uzayin herhangi bir alt kiimesidir. Bir zar atildiginda "¢ift say1 gelmesi" \((A =\{2,
4, 6\})\) bir olaydir. Eger bir olay sadece tek bir 6rnek noktadan oluguyorsa basit olay, birden
fazla noktadan olusuyorsa bilesik olay olarak adlandirilir.

2. Olaylar Uzerinde Cebirsel islemler

Olaylar kiime mantig1 ile islendiginden, kiimelerdeki islemler olasilikta da gegerlidir:

Birlesim (\(A \cup B\)): \(A\) veya \(B\) olayindan en az birinin ger¢eklesmesi.

Kesisim (\(A \cap B\)): Hem \(A\) hem de \(B\) olayinin ayni1 anda gergeklesmesi.

Tiimleyen (\(A")): \(A\) olaymin ger¢eklesmemesi durumu.

Ayrik Olaylar: Eger iki olayin ayni anda ger¢eklesmesi imkansizsa \((A \cap B = \emptyset)\), bu
olaylara ayrik olaylar denir. Ornegin, bir paranin ayni anda hem yazi hem tura gelmesi imkansizdir.
3. Olasiik Aksiyomlar: ve Temel Ozellikler

Modern olasilik teorisi, Rus matematik¢i Kolmogorov tarafindan ortaya konan {i¢ temel aksiyom
lizerine insa edilmistir:

1. Bir olayin olasilig1 \(0\) ile \(1\) arasinda bir degerdir \((0 \leq P(A) \leq1 ).\)

2. Kesin olayin (6rnek uzayin tamami) olasiligr \(1\)'dir. \((P(S) = 1).\)

3. Birbirinden ayrik olaylarin birlesiminin olasiligi, bu olaylarin ayr1 ayri olasiliklarinin
toplamina esittir.

Bu aksiyomlardan tiiretilen 6nemli kurallar sunlardir:

* Bos kiimenin (imkansiz olay) olasilig1 sifirdir: \(P(\emptyset) = 0.\)

* Bir olayin gergeklesme ve gergeklesmeme olasiliklarinin toplami \(1Y)'dir: \(P(A) + P(A") =1.\)

* Genel toplam kurali: \(P(A \cup B) =P(A) + P(B) - P(A \cap B).\)

4. Es Olumlu Ornek Uzay: ve Klasik Olasihk Tanimi

Eger bir 6rnek uzaydaki her bir 6rnek noktanin gergeklesme sansi birbirine esitse (6rnegin hilesiz bir
zar), buna eg olumlu 6rnek uzay1 denir. Bu durumda bir \(A\) olayinin olasilig1 su formiille hesaplanir:
\(P(A) = \frac{s(A)} {s(S)} = \frac{\text{Istenen Durum Say1s1}} {\text{Tiim Miimkiin Durumlarin
Sayisi}}))

Bu hesaplamalarda, eleman sayilarini bulmak i¢in kombinasyon ve permiitasyon gibi sayma
yontemlerinden siklikla yararlanilir.

5. Kosullu (Sarth) Olasihk

Bazen bir olayin ger¢ceklesme olasiligi, baska bir olayin gerceklesmis oldugu bilgisine dayali olarak
degisir. \(B\) olayinin gergeklestigi bilindiginde \(A\) olayinin olasiligina kosullu olasilik denir ve su
sekilde hesaplanir:

\(P(A|B) = \frac{P(A \cap B)} {P(B)}, \quad (P(B) > 0)\)

6. Carpim Kurah ve Bagimsiz Olaylar

Kosullu olasilik tanimindan hareketle, iki olayin birlikte gerceklesme olasiligi \((P(A \cap B))\)
carpim kurali ile bulunur: \(P(A \cap B) = P(B) \cdot P(A|B).\)

Bagimsizhik: Eger bir olayin gerceklesmesi, diger olayin gergeklesme olasiligini higbir sekilde
etkilemiyorsa bu iki olay bagimsizdir. Matematiksel olarak, \(P(A|B) = P(A)\) ise veya daha yaygin
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kullanimryla \(P(A \cap B) = P(A) \cdot P(B)\) esitligi saglaniyorsa olaylar bagimsizdir. Ornegin, iki
farkli zarin atilmasi durumunda birinci zarin sonucu ikinciyi etkilemez.
7. Tam Olasilik ve Bayes Teoremi
Unitenin en ileri konularindan biri, bir sonucun farkli nedenlere bagli olma durumunu inceleyen Bayes
Teoremi'dir. Eger bir 6rnek uzay birbirini diglayan alt olaylara ayrilmissa, gdzlemlenen bir sonucun
hangi alt olaydan kaynaklandigini1 bulmak icin Bayes formiilii kullanilir. Bu yontem, 6zellikle tip (test
sonuclarinin analizi) ve yapay zeka alaninda hayati dneme sahiptir.
8. Ornek Uygulamalar ve Stratejiler
Olasilik sorularini ¢ézerken su stratejiler izlenmelidir:
+ Oncelikle deneyin 6rnek uzay1 (\(S\)) net olarak belirlenmelidir.
+ Istenen olaym (\(A\)) sartlar1 tanimlanmali ve eleman sayis1 sayma kurallar
(permiitasyon/kombinasyon) ile bulunmalidir.
* Olaylarm "ayrik" mi1 yoksa "bagimsiz" m1 oldugu ayrimi dogru yapilmalidir; ¢iinkii bu durum
kullanilacak toplama veya ¢arpma kuralin1 belirler.
Sonug olarak, bu {inite belirsizligin matematiksel dilini 6gretmektedir. Olasilik kavramlar1 sadece
teorik birer ara¢ degil, veriye dayali diinyada gelecege yonelik ongoriilerde bulunabilmenin ve riskleri
yonetebilmenin temel anahtaridir.
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UNITE ADI istatistik

UNITE NO 12

YAZAR  Prof.Dr. AYDIN GEZER

ISTATISTIK

Istatistik, verilerin toplanmasi, diizenlenmesi, sunulmasi, yorumlanmasi ve bu yorumlar neticesinde
belli bir sonuca karar verilmesiyle ilgilenen temel bir bilim dalidir. Kékeni Almanya'da devlet
anlamina gelen 'status' kelimesine dayanir ve fizik, doga bilimleri, sosyal bilimler, ekonomi, ticaret ve
hiikiimet gibi genis bir yelpazede karar alma siire¢lerinde kritik bir rol oynar.

Baz1 Temel Kavramlar

Ana Kiitle ve Ornek: Bir istatistiki arastirmaya konu teskil eden tiim birimlere ana kiitle denir.
Zaman, is giicii ve maliyet kisitlamalar1 nedeniyle ana kiitlenin tamamin1 incelemek her zaman
miimkiin olmadigindan, ana kiitleden tesadiifi olarak se¢ilen birimlerden olusan gruba 6rnek denir.
Veri: Istatistiki bir gdzlem sonucu olay veya nesnelerin dlciilebilen dzellikleridir. Anket, arastirma,
gozlem ve deney gibi yontemlerle elde edilebilir. Herhangi bir kural gdzetmeksizin kaydedilen verilere
kaba veri seti denir.

Sayisal Veri: Aritmetik islemlerde dogrudan kullanilabilen sayilardan olusur (boy, kilo, yas). Kendi
i¢inde ikiye ayrilir:

Kesikli Veriler: Belirli bir araliktaki her degeri alamayan verilerdir (ailedeki ¢ocuk sayisi, haftanin
giinleri).

Siirekli Veriler: Belirli bir araliktaki her degeri alabilen verilerdir (agirlik, boy uzunlugu).
Kategorik Veri: Sayisal olmayan verilerden olusur. Kendi i¢inde ikiye ayrilir:

Isimsel Veri: Cinsiyet, g6z rengi gibi kategorik verilerdir.

Sirall Veri: Egitim diizeyi, akademik unvan gibi siralanabilen kategorik verilerdir.

Frekans Dagilimlari

Elde edilen verilerin kiiciikten biiyiige veya biiylikten kii¢lige siralanmasiyla basit seri elde edilir. Veri
sayisinin fazla oldugu durumlarda, verileri daha anlagilir hale getirmek i¢in siniflandirma veya
gruplandirma yapilir.

Smiflandirilmis Seri: Her bir \(x_i\) degerine karsilik gelen frekansin (bir verinin ka¢ defa
tekrarlandig1) yazildig seridir.

Gruplandirilmis Seri: Farkli verilerin ¢ok fazla olmasi1 durumunda serilerin 6zetlenmesi i¢in
kullanilir. Olusturulmasi i¢in veriler basit seri haline getirilir, degisim aralig1 \(D.A.= X {max}-X
{min})\) bulunur, sinif sayis1 belirlenir, sinif bityiikligi \((y=\frac{D.A} {Sinif Sayisi1})\) hesaplanir ve
her grubun frekansi belirlenir. Gruplandirilmis seriler, sinif u¢larinin sinif sinirlarina esit oldugu
siirekli gruplandirilmis seriler ve sinif uglarinin farkli oldugu kesikli gruplandirilmis seriler olarak
ayrilir. Bir sinifin alt ve iist sinirlarinin ortalamasi sinif degeri (veya sinif orta degeri) olarak
adlandirilir.

Nispi Frekanslar: Her bir frekansin serinin toplam frekansina boliinmesiyle elde edilen oranlardir.
Toplami 1'dir.

Kiimiilatif (Eklemeli) Nispi Frekanslar: Nispi frekanslarin ardisik siniflar i¢in toplanmasiyla
olusturulur (6rnegin, '...den az' veya '...den ¢ok’).

Grafiksel Gosterimler:

Verilerin 6zetlenmesi, anlagilmasi ve degiskenler arasi iligkilerin goriiniir hale getirilmesi i¢in
grafikler kullanilir.

Siitun Grafigi: Verilerin yatay eksen lizerinde siitunlarla gosterilmesiyle olugur.

Daire Grafigi: Verilerin bir dairenin dilimleri seklinde gosterilmesiyle elde edilir. Dilimlerin agisal
degerleri nispi frekanslarin 360 ile ¢arpilmasiyla bulunur.

Histogram: Siirekli verilerin grafiksel gosterimidir. Siitun grafiginden farkli olarak, dikdortgenlerin
taban uzunlugu smif biiyiikligiini, yliksekligi ise siifin frekansini temsil eder.

Merkezi Egilim Olciileri:

Verilerin merkezilestigi degerleri belirten, onlarin konumu hakkinda bilgi veren 6l¢iilerdir (yer
Olgiileri).

Aritmetik Ortalama \((\bar{X})\): Merkezi egilim Sl¢iilerinin en ¢ok kullanilanidir ve serideki tiim
birimleri i¢erir. Basit seride \(\bar{X} =\frac{\sum_{i=1}"{n}x i} {n}\) formiiliiyle, siniflandirilmis
veya gruplandirilmig serilerde ise \(\bar{X} =\frac{\sum_{i=1}"{n}f ix_i}{\sum_{i=1}"{n}f i}))
formiiliiyle hesaplanir (\(x_i\) gruplandirilmis serilerde sinif degeridir). Verilerin agirlig1 varsa
agirliklr aritmetik ortalama \(\bar{X} =\frac{>'t ix i}{> t i}\) ile bulunur. Nicel verilere
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uygulanabilir, bir degerdeki degisimlerden etkilenir ve verilerin ortalamadan farklarinin toplami1
sifirdir.

Medyan (Ortanca): Serideki tiim birimlerine tabi olmayan, asir1 u¢ degerlerden etkilenmeyen bir
merkezi egilim 6l¢ilisiidiir. Veriler artan sirada diizenlendiginde, veri sayis1 tek ise \(x_{(n+1)/2}))
terimi, ¢ift ise \(x_{n/2}\) ve \(x_{n/2+1}\) terimlerinin aritmetik ortalamas1 medyandir.
Gruplandirilmis serilerde medyan sinifi belirlendikten sonra \(Medyan=L m+ \frac{(\frac{n} {2}
n_m)} {f m}.h\) formiiliiyle hesaplanir.

Mod (Tepe Degeri): Bir seride en ¢ok tekrarlanan, yani frekansi en biiylik olan degerdir. Sayisal ve
sayisal olmayan veriler i¢in kullanilabilir. Gruplandirilmis serilerde mod sinifi (frekansi en biiyiik
olan sinif) belirlendikten sonra \(Mod=L 1 +\frac{A_1}{A_1+A_2}.h\) formiiliiyle bulunur. Bir
serinin birden fazla modu olabilir veya hi¢ modu olmayabilir.

Geometrik Ortalama (G.O.): \({x_1x_2....x_n}\) degerlerinin ¢arpiminin \(n\). kokii olarak
tanimlanir \((G.O.=\sqrt[n]{x_1x_2....x_n})\). Hesaplamada degerler sifirdan biiyiik olmak zorundadir.
Logaritma kullanilarak \(log (G.O.)=\frac{1} {n}(\sum log(x_i))\) veya siniflandirilmis/gruplandirilmis
seriler i¢in \(log (G.O.)=\frac{1} {\sum f i}(\sum f ilog(x _i))\) formiilleriyle kolaylastirilir.
Harmonik Ortalama (H.O.): Serideki degerlerin ¢carpmaya gore terslerinin aritmetik ortalamasinin
carpmaya gore tersidir. Degerler sifirdan biiyiik olmalidir. Basit seride \(H.O.= \frac{n} {\sum \frac{1}
{x_i}}\), smiflandirilmis/gruplandirilmis seride ise \(H.O.=\frac{\sum f i} {\sum \frac{f i} {x i}}\)
formiilleriyle hesaplanir.

Merkezi Dagiim Olgiileri

Merkezi egilim 6lgiileri, grubun birimlerinin ne 6l¢iide farkli degerlere sahip oldugunu géstermez. Bu
nedenle, verilerin degiskenlik durumunu ve dagiligin seklini tespit etmek i¢in merkezi dagilim
Olciilerine ihtiya¢ duyulur.

Degisim (Dagilim) Arahgi (D.A.): Bir serideki en biiyiik deger \((X_{max})\) ile en kii¢iik deger \
((X_{min})\) arasindaki farktir: \((D.A.= X_{max}-X_ {min}\).

Varyans (S2S2) ve Standart Sapma (S): Verilerin aritmetik ortalamadan farklarinin karelerinin
toplaminin veri sayisina boliimii varyansi verir. Varyans, bir veri grubunda verilerin aritmetik
ortalamadan ne kadar uzaklastiginin dlgiisiidiir. Standart sapma ise varyansin pozitif karekokiine esittir \
((S=\sum S"{2})\). Standart sapmanin kii¢iik olmasi, verilerin ortalamadan sapmasinin az oldugunu;
bliyiik olmasi ise sapmalarin ¢ok oldugunu gosterir. Basit seride varyans \(S*{2}=\frac {\sum(x_i-\bar
{X3O)™M2} }{n})) veya \(SM{2}=\frac{\sum x_i"{2}} {n}-(\Mfrac{\sum x_i}{n} )*{2})) ile,
siniflandirilmis/gruplandirilmis serilerde ise \(S*{2}=\frac {\sum{f i(x_i-\bar{X} )}*{2} }{\sum

{f 1}}\) veya \(S*M{2}=\frac{\sum f ix_i*{2}} {\sum f i}-(\Mfrac{\sum f ix_i}{\sum f i} )*{2}))
formiilleriyle hesaplanir.

Degisim Katsayis1 (D.K.): Standart sapmanin ortalamanin bir yiizdesi olarak ifade edilmesidir:\(\)\
(D.K.=\frac{S} {X}.100\) Bu hesaplama ile 6l¢ii birimlerinin etkisi giderilir, bu sayede farkli 6l¢ii
birimleriyle ifade edilen serilerin karsilagtirilmasi miimkiin olur. Degisim katsayisi1 kii¢iik olan
serilerde, birimlerin ortalama etrafinda daha uygun dagildig1 sonucuna varilir.
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